SISTEMAS MECANICOS
EJEMPLO 1.- SISTEMA MECANICO TRASLACIONAL

Carrito que se desplaza en linea recta en direccién horizontal.

K F(t)
— 0§ I
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O O

—_
0 y(t)

Obijetivo: Determinar la respuesta dindmica del desplazamiento del carrito y(t)
ante una variacion de la fuerza aplicada F(t).

Suposiciones:

1.- Desplazamiento medido con respecto a una condicion de referencia que es
la posicidn de equilibrio.

2.- Desplazamiento y velocidad medido con respecto a un marco de referencia
inercial

3.- Elementos (masa, resorte y amortiguador) ideales

4.- No hay friccion viscosa.

Constantes:

M = Masa [Ibf]

B = Coeficiente de amortiguacion viscosa [Ibf/(ft/seg)]
K = Constante de Hooke [Ibf/ft]

Variables:

F(t) = Fuerza Aplicada [1bf]
y(t) = Desplazamiento [ft]
v(t) = velocidad

a(t) = aceleracion
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MODELO MATEMATICO EN ECUACIONES
DIFERENCIALES

FA(t) D —

Ley de Newton
F(t) - Fr(t) - Fa(t)=Fy (1)
Ecuaciones constitutivas
Fr(t) =K y(t)
Fa(t)=Bv(t)
Fy (1)=M a(t)

v(t):m

dt

d2y(®)

t)=
a(t) 2

Modelo completo del sistema:

B Cady® L déy)
F(t)- K y(t) B =M 2

1)

()
(3)
(4)

(5)

(6)

(7)
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MODELO MATEMATICO EN FUNCION DE

TRANSFERENCIA

Restando (8) de (7):

* 2 *
E ()-K y (1)-g IO _ a7y O
dt? dt?

Tomando Transformada de Laplace:

F (s)-KY (s)=BsY (s)=Ms?Y (s)

s 2 B_ K} 1 _«
Y (s)(s +MS+MJ—M F (s)

. 1
Y () _ M
F (s) (82+BS+K)
M M
si hacemos
B , K
Za(Dn:M, (Dn :M
* 2
Y (s) _ ko,
F(s) (52+2§oons+wn2)
donde on = K E= B*
"M 4KM

x|~

(8)

(9)

(10)

11)

(12)

(13)
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DIAGRAMA DE BLOQUES

F§) —

Forma general

— s Y(9)

Fs) —

2
Ko,

(52 +2Em,S + conz)

» Y(s)

k=t
K

B2 K
a: O)n Py
4KM M

k = ganancia

& = coeficiente de amortiguamiento relativo

(DI"I:

frecuencia natural
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EJEMPLO 2.- SISTEMA MECANICO ROTACIONAL

El sistema esta formado por un eje al cual le estd adosado un ventilador.

)

VELOCIDAD
ANGULAR o

TORQUE T

Objetivo: Determinar la respuesta dindmica de la velocidad angular w(t) del
eje ante una variacion del torque aplicado T(t).

Suposiciones:

1.- Desplazamiento angular medido con respecto a un angulo de referencia
especificado en un marco de referencia inercial.

2.- EI momento de inercia es constante.

3.- Existe friccion rotacional.

4.- El coeficiente de friccidn es constante.

Constantes:
J = Momento de inercia del eje y ventilador [ Kg m?]
B = Coeficiente de friccion [ N m/ rad/seq ]

Variables:

T(t) = Torque aplicado [N m ]

Tp(t) = Torque de oposicion [N m ]
ao(t) = Velocidad angular [ rad / seg ]
o(t) = Aceleracion angular [ rad / seg? ]
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MODELO MATEMATICO EN ECUACIONES
DIFERENCIALES

Ley de Newton

do(t)

T(t)-Tp(t)=1J (14)

dt

Ecuaciones constitutivas
Tp =Bo(t) (15)

Modelo completo del sistema:

T(t)-Tp(t) =3 220 (16)

dt
Tp =Bo(t) (17)

MODELO MATEMATICO EN FUNCION DE
TRANSFERENCIA
Sustituyendo (17) en (16):

T(t) - B o(t)= 3 30 (18)

dt

Estado estacionario:
T-Bo=s% (19)
dt
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Restando (18) — (19) y escribiendo en variables de perturbacion

do (t)

T (t)-Bo (t)=1J (20)
dt
Tomando Transformada de Laplace
T (s)-Bo (s)=Jso (s) (21)
Agrupando términos queda la siguiente Funcion de Transferencia:
1
w(s)_ B 22)
T (s) is+1
Forma general
(s k
0)*( ) = Sistema de ler Orden (23)
T (s) ts+l
donde:
k :i, T _J
B
DIAGRAMA DE BLOQUES
« k
T (s) > > (s
ts+1 @)
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EJEMPLO 3.- SISTEMA MECANICO DE DOS MASAS COLGADAS

NN

J

M
l l ya(t)
K1 MZQH B;

M

l BTG

f(t)+Mig

Obijetivo: Determinar la respuesta dinamica del desplazamiento vertical de la
masa My, yi(t), o de la masa M, y,(t),ante una variacion de f(t).

Suposiciones:

1.- Desplazamiento medido con respecto a una condicion de referencia que es
la posicion de equilibrio.

2.- Desplazamiento y velocidad medido con respecto a un marco de referencia
inercial

3.- Elementos (masa, resorte y amortiguador) ideales

Constantes: Variables:

M; , M, = Masa de los cuerpos y1(t), y2(t) = Desplaz. vertical de masas
K:, K, = Constante de los resortes  f(t) = Fuerza aplicada

B:, B, = Coef. de friccion viscosa  vy(t) , vo(t) = Velocidades de las masas
g = constante de gravedad ay(t) , ay(t) = Aceleracion de las masas
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Diagrama de cuerpo libre

Fresorte2 Famort2

| ]

M
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f(t)+Mig

amortl

MODELO MATEMATICO EN ECUACIONES
DIFERENCIALES

Ley de Newton

d?y(t)
f(t)+M109 — Fresorter — Famort1 = M1 —dt2 (24)
d2y,(t)
M 29+ Fresorter + Famort1 — Fresorte2 = Famortz =M ———— (25)

dt?
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Ecuaciones constitutivas

Fresorte1 (1) = K1( y1(t) = y2(t)) (26)

dy (t) dyp(t)

Famort1(t) = By( ) (27)

dt dt
Fresorte2 (1) = K2 y2(1)) (28)
d
Famort1(t) = B> ygt(t) (29)
_dy®
v(t)==2% (30)
2
a(t) =9 yz(t) (31)
dt
Modelo completo del sistema:
d d d?
f(t)+ Mg —Kq[ya(t) - ya(t)]- 51{ yéit) - y;t(t)} = Ml#
dt
(32)
dys(t) dyp(t) dy(t) _, dZyp(t)
M2g+Ky[yr(t)-y2(0)]+ 51{ i d }— K2y2(t1)=By = —=M> 102
(33)
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MODELO MATEMATICO EN FUNCION DE
TRANSFERENCIA

Escribiendo en variables de perturbacion:

* * o %
f*(t)_ Kl[yl*(t)_yZ*(t)]— Bl{dyl (t)— dy2 (t):|: le

dt dt dt
(34)
oo dy (1) dy, ()] s odya () d2yy"(t)
ki (-2 (t)]+5{ L)% ] Kaya' ()-8, P20 =m, ©22 00
(35)

Aplicando Transformada de Laplace a las ecuaciones (34) y (35):
FY(5) - Ka (5)- 2" ()]~ Bl ()~ sv2 " (5)|=M1s2¥"(s)  (36)

KllYl*(S)_YZ*(S)JJF Bl[SYl*(S)—SYz*(S)J—KzYz*(S)—BZSYz*(S)= MosYy (s)

37)
Reagrupando términos en ambas ecuaciones:
F(s)=(Mys? + Bys + Ky Jy(s) - (Bys + Kq Va(s) (38)
0=—(Bys+ Kl)Yl(s)+(M 552 +(By + By )s+(Ky + KZ))rz(s) (39)
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Despejando una variable y sustituyendo la ecuacién en la otra se obtienen las
Funciones de Transferencia:

Yi(s) M52 +(By + By )s+(Ky +Kyp)

F(S) (M282 +(Bl+BZ )S+(K1+K2))(M1$2 +B:|_S+K1)—(B]_S+K1)2
(40)

0

YZ(S)_ B]_S+K1

F(S)  Mys? +(By +By)s+(Ky+Kp)—(Bgs+Kyp)?
(41)
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